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1 SCELTE di PORTAFOGLIO
Scelta di Portafoglio:
→ l’allocazione di una data dotazione di ricchezza tra le
diverse attività presenti nell’economia.
*** Incertezza:
i payoffs delle attività sono incerti (dipendono dalla real-
izzazione dello stato di natura):
→ ogni data allocazione o portafoglio corrisponde ad una
lotteria, ovvero ad una distribuzione di probabilità sui
risultati
→ Individuare l’allocazione preferita, il portafoglio ot-
timo, equivale ad individuare la lotteria preferita = quella
che massimizza l’utilità attesa.
Il problema di base:
Si consideri un individuo il cui orizzonte temporale è uniperi-
odale, definito da una data iniziale, 0, e una data finale,
1.
L’individuo ha una propria ricchezza W ed una propria
funzione di utilità u(x), con u′ (x) > 0, u” (x) < 0.
Il suo obiettivo è di massimizzare l’utilità che trae dal
consumo alla data finale.
L’economia: offre n attività o titoli.
L’attività i, i = 1, 2,...n, ha un prezzo unitario Pi ed
offre alla data finale un payoff incerto V˜i.
Possiamo pensare all’attività i come ad una impresa, la
cui quotazione di mercato alla data 0 è Pi, ed il cui valore
alla data finale (la quotazione di mercato alla data finale)
non è certo bensì dipende dalla realizzazione degli stati
di natura rilevanti ai fini della performance dell’impresa,
come l’andamento della domanda di beni nel mercato in
cui l’impresa opera, il successo/insuccesso degli investi-
menti nella ricerca di nuovi prodotti e/o nel migliora-
mento del processo produttivo, etc.
Denotiamo con qi la quantità di attività i acquistata
dall’individuo alla data iniziale. Essa dovrà soddisfare il
vincolo di bilancio, ovvero:
n∑
i=1
Piqi ≤W . (1)
L’ammontare di risorse di cui l’individuo disporrà alla fine
del periodo dipenderà dalla scelta di qi, i = 1, 2, ..n e
dalle realizzazioni dei payoffs delle attività. Esso sara’
quindi una variabile casuale che indichiamo con W˜ ′:
W˜ ′ ≡
n∑
i=1
qiV˜i (2)
L’obiettivo dell’individuo è di massimizzare l’utilità che
trae dal consumo alla data finale:
→ vorrà massimizzare l’utilità che trae dalle risorse disponi-
bili alla data finale.
→ Il problema dell’individuo è:
scegliere
(
q1, q2,...., qn
)
così da:
max
(q1,q2,....,qn)
E
(
u
(
W˜ ′
))
(3)
s.v
W˜ ′ ≡
n∑
i=1
qiV˜i
n∑
i=1
Piqi =W (3.a)
Ad ogni portafoglio corrisponde una distribuzione di prob-
abilità sulle risorse di fine periodo. L’individuo sceglie tra
distribuzioni di probabilità (lotterie) sulla base dell’utilità
attesa: il portafoglio preferito, cioè quello ottimo, è quello
che offre la massima utilità attesa, ovvero quello che ri-
solve il problema (3).
Una formulazione alternativa
Si indichi con p un generico portafoglio. Sia qip la quan-
tità di titolo i acquistata dall’individuo, data la compo-
sizione del portafoglio p. Dato il prezzo unitario dell’attività
i, l’ammontare speso nell’attività i sarà pari a Piqi e la
percentuale di ricchezza investita nell’attività i, dato il
portafoglio p, sarà ωip :
ωip =
Piqi
W
, i = 1, 2, ...n (4)
In virtù del vincolo di bilancio, ovvero
n∑
i=1
Piqi = W ,
abbiamo che:
n∑
i=1
ωip = 1 , (4.a)
e
ωip ≡
Piqi
n∑
i=1
Piqi
, i = 1, 2, ...n . (4.b)
Si indichi con R˜i il rendimento dell’attività i. Esso è
definito da:
R˜i ≡
V˜i
Pi
− 1 (5)
R˜i è una variabile casuale la cui realizzazione alla data
finale dipende dalla realizzazione del payoff dell’attività i
alla data finale, ovvero dalla realizzazione di V˜i.
Si indichi con R˜p il rendimento del portafoglio p cos-
tituito dalle quantità qip delle attività i, i = 1, 2,...n,
o equivalentemente il rendimento del portafoglio costru-
ito investendo la percentuale ωip nell’attività i, dove ωip,
i = 1, 2...n, soddisfano il vincolo di bilancio
n∑
i=1
ωip = 1;
R˜p è definito da:
R˜p =
n∑
i=1
ωipR˜i ,
n∑
i=1
ωip ≡ 1 (6)
è una media ponderata dei rendimenti delle singole attiv-
ità dove i pesi sono le percentuali investite nelle singole
attività. E’ immediato verificare che:
W
(
1 + R˜p
)
=
n∑
i=1
qiV˜i ≡ W˜ ′ (7)
Da cui discende che un portafoglio p può essere indiffer-
entemente definito dal vettore delle quantità delle singole
attività che lo compongono:
q1p
q2p
.
.
qnp

o dal vettore delle percentuali investite nelle singole attiv-
ità (i pesi con cui le singole attività entrano nel portafoglio),
ovvero ωp : 
ω1p
ω2p
.
ωip
.
.
ωnp

(8)
Il problema di scelta dell’individuo può allora ri-scriversi
come:
scegliere ωP così da:
max
ωp
E
(
u
(
W
(
1 + R˜p
)))
(9)
s.v.
R˜p ≡
n∑
i=1
ωipR˜i
n∑
i=1
ωip = 1 (9.a)
Utilizzando la definizione di equivalente certo, e deno-
tando con CEp l’equivalente certo della distribuzione di
probabilità definita dal portafoglio p :
u(CEp) = E
(
u
(
W
(
1 + R˜p
)))
il problema di scelta (9) può anche scriversi:
max
ωp
CEp (10)
s.v.
CEp : u(CEp) = E
(
u
(
W
(
1 + R˜p
)))
(10.a)
R˜p ≡
n∑
i=1
ωipR˜i
n∑
i=1
ωip = 1 (10.b)
L’approccio di analisi Media-Varianza
La scelta di portafoglio consiste nell’individuare la dis-
tribuzione di probabilità preferita. Qualsiasi distribuzione
di probabilità può essere caratterizzata completamente da
tutti i suoi momenti statistici. Quindi l’utilità attesa che
un individuo trae da una distribuzione di probabilità, o
indifferentemente il suo equivalente certo, è funzione di
tutti i momenti della distribuzione di probabilità.
Il modello di scelta di portafoglio che va sotto il nome di
Media-Varianza semplifica il problema limitando l’attenzione
ai primi due momenti: media e varianza. Abbiamo già
fatto uso di questa semplificazione nel Capitolo 1 ap-
prossimando l’equivalente certo di una distribuzione di
probabilità con l’espressione (1.16);
con riferimento al problema in questione:
CEp ≈ E
(
W
(
1 + R˜p
))
−
1
2
RAV ar
(
W
(
1 + R˜p
))
,
ovvero:
CEp ≈W
[
1 +E
(
R˜p
)
− kV ar
(
R˜p
)]
(11)
dove:
k ≡
1
2
RAW
Vi sono due contesti in cui è corretto limitare l’attenzione
ai primi due momenti. Se la distribuzione di probabilità
è una normale, questa è caratterizzata completamente
dalla media e dalla varianza. Quindi qualunque sia la
funzione di utilità dell’agente, se i payoffs delle attività, e
quindi i loro rendimenti, sono distribuiti secondo normali,
l’approccio media-varianza è legittimo. L’altro possibile
contesto fa leva su restrizioni sulla funzione di utilità:
questa deve essere quadratica.
Il modello media-varianza non è quindi un modello di
scelta di portafoglio valido nella generalità dei casi. E’
tuttavia centrale nella teoria della Finanza per la sua sem-
plicità analitica e per le chiare implicazioni empiriche con
riguardo alla composizione dei portafogli e ai prezzi rel-
ativi delle attività. In quanto segue sviluppiamo l’analisi
del modello Media-Varianza. Alcune definizioni prelimi-
nari sono necessarie.
Definizioni di Rendimento Medio e Varianza del
Rendimento di un portafoglio
Rendimento medio di un portafoglio
E’ il valore atteso di R˜p, ovvero
E
(
R˜p
)
= E
 n∑
i=1
ωipR˜i
 ≡ n∑
i=1
ωipE
(
R˜i
)
Indicheremo con µi il rendimento medio (o valore atteso
del rendimento) dell’attività i, ovvero
µi ≡ E
(
R˜i
)
e con µp il rendimento medio (o valore atteso del rendi-
mento) del portafoglio p, ovvero:
µp ≡ E
(
R˜p
)
≡
n∑
i=1
ωipµi (12)
Il rendimento atteso di un portafoglio è una combinazione
lineare dei rendimenti attesi delle attività: E’ la media
ponderata dei rendimenti medi delle singole attività, dove
i pesi di ponderazione sono le percentuali investite nelle
singole attività.
Varianza del rendimento di un portafoglio
E’ denotata con V ar
(
R˜p
)
:
V ar
(
R˜p
)
≡ E
{[
R˜p −E
(
R˜p
)]2}
ovvero
V ar
(
R˜p
)
≡ E

 n∑
i=1
ωip
(
R˜i − µi
)2

Svolgendo, otteniamo:
V ar
(
R˜p
)
≡
n∑
i=1
n∑
j=1
ωipωjpCov
(
R˜i, R˜j
)
Indicheremo con σ2i la varianza del rendimento dell’attività
i, ovvero
σ2i ≡ E
{[(
R˜i − µi
)]2}
,
con σij la covarianza tra il rendimento dell’attività i e
quello dell’attività j, ovvero:
σij ≡ Cov
(
R˜i, R˜j
)
≡ E
{(
R˜i − µi
) (
R˜j − µj
)}
e con σ2p la varianza del rendimento del portafoglio p,
ovvero:
σ2p ≡
n∑
i=1
n∑
j=1
ωipωjpσij (13)
Indicando con VR la matrice di varianza-covarianza; VR :
VR =

σ21 σ12 . σ1i . . σ1n
σ12 σ
2
2 . σ2i σ2n
.
σ1i σ2i σ
2
i σin
.
.
σ1n σ2n σin σ
2
n

e denotando con l’apice T ”trasposta”, la (13), ovvero la
varianza del rendimento del portafoglio, può esprimersi:
σ2p = ω
T
pVRωp (14)
Scarto quadratico medio del rendimento di un portafoglio
E’ denotato con σp :
σp ≡
√
σ2p (15)
In un mondo in cui gli agenti valutano le distribuzioni
di probabilità sulla base dei due momenti media e var-
ianza, ovvero nel contesto in cui è valido l’approccio
Media-Varianza, lo scarto-quadratico medio della vari-
abile casuale individua il rischio associato a quella dis-
tribuzione: lo scarto quadratico medio del rendimento
di un portafoglio, σp, individua la misura del rischio del
portafoglio p, il portafoglio definito dal vettore dei pesi
ωp.
Soffermiamoci su:
σ2p ≡
n∑
i=1
n∑
j=1
ωipωjpσij
Poichè:
σij ≡ ρijσiσj
dove ρij è il coefficiente di correlazione tra i rendimenti
delle attività i, j, e poichè:
−1 ≤ ρij ≤ 1
segue che il rischio di un portafoglio NON è una com-
binazione lineare dei rischi. Esso è minore o uguale alla
combinazione lineare dei rischi:
σ2p ≤
 n∑
i=1
ωipσi
2
ovvero
σp ≤
n∑
i=1
ωipσi
dove la diseguaglianza è stretta ogniqualvolta vi siano
almeno due attività, i, j, i cui rendimenti non sono per-
fettamente correlati, cioè tali che ρij < 1
Covarianza tra il rendimento di un’attività e il rendi-
mento di un portafoglio
Con riferimento ad una generica attività j, ed un generico
portafoglio p, è Cov
(
R˜j, R˜p
)
:
Cov
(
R˜j, R˜p
)
= E
{(
R˜j − µj
) (
R˜p − µp
)}
≡
n∑
i=1
ωipCov
(
R˜j, R˜i
)
.
Essa misura il contributo marginale dell’attività i alla vari-
anza del rendimento del portafoglio. Se dato un portafoglio
p e due generiche attività i, j che entrano nel portafoglio
con pesi rispettivamente pari a ωip, ωjp, si ha che:
Cov
(
R˜i, R˜p
)
> Cov
(
R˜j, R˜p
)
allora esiste un portafoglio p′ per il quale:
ωip′ < ωip,
ωjp′ > ωjp
ωip′ + ωjp′ = ωip + ωjp
che ha una varianza del rendimento inferiore a quella del
portafoglio p :
V ar
(
R˜p′
)
< V ar
(
R˜p
)
Ovvero, se la composizione del portafoglio p è tale che il
contributo marginale dell’attività i al rischio del portafoglio
eccede quello di un’altra attività j, se Cov
(
R˜i, R˜p
)
>
Cov
(
R˜j, R˜p
)
, allora è possibile comporre un portafoglio
con rischiosità inferiore a quella di p riducendo il peso
dell’attività i e aumentando quello dell’attività j.
Due attività
Un portafoglio, p, è definito dal vettore ωp delle per-
centuali investite nelle singole attività. Nel caso di 2 at-
tività, ωp: (
ω1p
ω2p
)
dove
ω1p + ω2p = 1 .
Rendimento atteso del portafoglio:
µp ≡
2∑
i=1
ωipµi
o anche
µp = ω1pµ1 +
(
1− ω1p
)
µ2
è una combinazione lineare (la media ponderata) dei rendi-
menti attesi delle due attività.
2 attività
Varianza del rendimento
σ2p ≡ E

n=2∑
i=1
ωip
(
R˜i − µi
)2

ovvero, svolgendo:
σ2p = ω
2
1pσ
2
1 + ω
2
2pσ
2
2 + 2ω1pω2pσ12
Poichè:
σ12 ≡ ρ12σ1σ2
dove ρ12, il coefficiente di correlazione tra i rendimenti
delle due attività, con −1 ≤ ρ12 ≤ 1, la varianza del
rendimento del portafoglio soddisfa:
σ2p ≤
(
ω1pσ1 + ω2pσ2
)2
(16)
o anche,
σp ≤ ω1pσ1 + ω2pσ2 (16.a)
dove le diseguaglianze (16) − (16.a) sono strette ogni-
qualvolta:
ρ12 < 1
cioè ogniqualvolta i rendimenti delle due attività non
siano perfettamente correlati.
La diseguaglianza
σp ≤ ω1pσ1 + ω2pσ2
ci dice che:
i) il rischio di un portafoglio è minore o uguale alla com-
binazione lineare dei rischi. E’ strettamente minore og-
niqualvolta i rendimenti delle attività non siano perfetta-
mente correlati.
ii) se ρ12 = −1, ovvero se i rendimenti delle due attività
hanno correlazione negativa unitaria, è possibile costruire
un portafoglio con rischio nullo.
2 attività
Covarianza tra il rendimento di un’attività e il rendi-
mento di un portafoglio
Con riferimento all’ attività 1, ed un generico portafoglio
p, è Cov
(
R˜1, R˜p
)
:
Cov
(
R˜1, R˜p
)
= E
{(
R˜1 − µ1
) (
R˜p − µp
)}
≡ ω1pσ
2
1 + ω2pσ12 ,
e analogamente
Cov
(
R˜2, R˜p
)
= E
{(
R˜2 − µ2
) (
R˜p − µp
)}
≡ ω1pσ12 + ω2pσ
2
2
dove, in virtù del vincolo di bilancio, ω2p =
(
1− ω1p
)
.
Se la composizione del portafoglio p è tale che il contrib-
uto marginale dell’attività 1 al rischio del portafoglio è
inferiore a quello dell’attività 2, ovvero se:
Cov
(
R˜2, R˜p
)
> Cov
(
R˜1, R˜p
)
ω1pσ12 +
(
1− ω1p
)
σ22 > ω1pσ
2
1 +
(
1− ω1p
)
σ12 ,
allora:
∂σ2p
∂ω1p
< 0
∂σ2p
∂ω1p
≡
∂
[
ω21pσ
2
1 +
(
1− ω1p
)2
σ22 + 2ω1p
(
1− ω1p
)
σ12
]
∂ω1p
e quindi aumentando il peso dell’attività 1, e corrispon-
dentemente riducendo quello dell’attività 2, si ottiene una
riduzione della varianza del rendimento del portafoglio.
Più in generale, se la composizione del portafoglio p è
tale che il contributo marginale dell’ attività i al ris-
chio del portafoglio eccede quello dell’altra attività j, se
Cov
(
R˜i, R˜p
)
> Cov
(
R˜j, R˜p
)
, allora è possibile com-
porre un portafoglio con rischiosità inferiore a quella di
p riducendo il peso dell’attività i e aumentando quello
dell’attività j.
Portafogli ammissibili e Portafogli non-dominati
Ciascun portafoglio p è definito dal vettore dei pesi con
cui le singole attività presenti nell’economia compongono
il portafoglio. Ogni portafoglio p tale che
n∑
i=1
ωip = 1
è un portafoglio ammissibile (fattibile). Ad ogni p cor-
risponde un rendimento atteso, µp, ed uno scarto quadratico
medio del rendimento σp. Possiamo allora associare ad
ogni p una combinazione valore atteso e scarto quadratico
medio del rendimento
(
µp, σp
)
, e definire l’insieme dei
portafogli ammissibili come:(µp, σp) |
n∑
i=1
ωip = 1

Tale insieme è illustrato dalla Figura 1.
Ad esempio, nel caso di due attività, il portafoglio p1:(
ω1p1 = 1
ω2p1 = 0
)
ha un rendimento atteso ed uno scarto quadratico medio
identici a quello dell’attività 1, ovvero:(
µp1 ≡ µ1, σp1 = σ1
)
ed è individuato nella Figura 1 dal punto p1. Il portafoglio
p2: (
ω1p2 = 0
ω2p2 = 1
)
ha un rendimento atteso ed uno scarto quadratico medio
identici a quello dell’attività 2, ovvero:(
µp2 ≡ µ2, σp2 ≡ σ2
)
ed è individuato nella Figura 1 dal punto p2 (nell’ipotesi:
µ2 > µ1, σ2 > σ1). Il portafoglio p3:(
ω1p3 = 0.2
ω2p3 = 0.8
)
ha un rendimento atteso µp3 = 0.2µ1 + 0.8µ2, ed uno
scarto quadratico medio
σp3 =
√
(0.2)2 σ21 + (0.8)
2 σ22 + 2 (0.2) (0.8)σ12
ed è individuato dal punto p3 (nell’ipotesi: −1 < ρ12 <
1) . Nel caso di due attività, l’insieme di tutti i portafogli
ammissibili è individuato nella Figura 1 dalla linea di con-
fine dell’insieme rappresentato, e non dal suo interno.
Portafogli non-dominati
Sappiamo che:
se due attività, A,B, hanno rendimenti attesi uguali, ma
la varianza del rendimento di A è inferiore alla varianza
del rendimento di B, allora B è dominata da A:
qualsiasi agente che non ami il rischio preferisce stretta-
mente A.
Analogamente:
Se due portafogli, p3, p4, offrono lo stesso rendimento
atteso, ma la varianza del rendimento di p3 è inferiore
a quella del rendimento di p4 allora il portafoglio p4 è
dominato da p3.
L’insieme dei portafogli non-dominati, ovvero l’insieme
dei portafogli efficienti, è il sottoinsieme dei portafogli
ammissibili ottenuto eliminando tutti quei portafogli che
sono dominati.
Un portafoglio p non è dominato, se e solo se non esiste
un portafoglio p′ che offra lo stesso rendimento atteso,
ovvero µp′ = µp, ed una varianza del rendimento σ
2
p′
< σ2p.
Ma allora p è non-dominato se e solo se tra tutti i portafogli
che offrono un rendimento atteso pari a µp è quello la cui
varianza del rendimento è minima.
p è efficiente (ovvero non-dominato), se e solo se il vettore
dei pesi ωp risolvono:
min
ω
σ2 (24)
s.v.
σ2 ≡ ωTVRω (24.a)
n∑
i=1
ωiµi = µp (24.b)
n∑
i=1
ωi = 1 (24.c)
il vincolo (24.c) impone che il portafoglio sia ammissi-
bile (appartenga all’insieme dei portafogli ammissibili),
il vincolo (24.b) impone che il rendimento atteso del
portafoglio sia pari µp, ovvero restringe l’insieme dei
portafogli tra cui scegliere al sottoinsieme composto
da quei portafogli che offrono un rendimento atteso
pari µp. Il portafoglio p è efficiente se la sua compo-
sizione ωp coincide con la soluzione del problema (24):
minimizza la varianza del rendimento sotto i vincoli: di
rendimento medio, e di fattibilità.
La soluzione del problema ci dà il portafoglio efficiente
il cui rendimento atteso è µp. Per ogni dato valore di
µp vi è un unico vettore di pesi ωp e quindi un unico
portafoglio efficiente che offre un tale rendimento.
L’insieme dei portafogli efficienti, nello spazio media-
scarto quadratico medio, è una iperbole (vedi figura
2)
****L’insieme dei portafogli efficienti, anche detta fron-
tiera dei portafogli efficienti può essere generata dalla
combinazione di due portafogli efficienti qualsiasi.
Infatti, dati due portafogli efficienti p1, p2 con rendi-
mento atteso rispettivamente µp1, µp2, il portafoglio ef-
ficiente il cui rendimento atteso è µp3:
µp3 = λµp1 + (1− λ)µp2 (28)
è generato dalla combinazione lineare dei portafogliωp1,ωp2
con pesi rispettivamente λ ed 1 − λ , dove λ è implici-
tamente definito dalla (28), ovvero:
λ =
µp3 − µp2
µp1 − µp2
L’individuazione di due portafogli efficienti permette
quindi di individuare tutti i portafogli efficienti. Tra
tutti i portafogli efficienti ve ne è uno che è di facile
individuazione e di interesse ai fini della comprensione dei
principi che stanno alla base della gestione del rischio: il
portafoglio a varianza minima
Definizione di Portafoglio a varianza minima
Nella Figura 2 è individuato dal punto le cui coordinate
sono la coppia (µvm, σvm) . E’ quel portafoglio ωvm il
cui rendimento ha la varianza minima tra tutti i portafogli
efficienti, ovvero:
ωvm = argmin
ω
ω
TVRω
s.v.
ω
T1 = 1
(A)
A differenza del problema (24), non imponiamo alcun
vincolo di rendimento medio.
Nel caso di due attività, ωvm, è la soluzione di:
min
ω1,ω2
[
ω21σ
2
1 + ω
2
2σ
2
2 + 2ω1ω2σ12
]
s.v.
ω1 + ω2 = 1
La cui soluzione è:
ω1vm =
σ22 − σ12
σ21 + σ
2
2 − 2σ12
ω2vm = 1− ω1 =
σ21 − σ12
σ21 + σ
2
2 − 2σ12
Un procedimento (intuitivo) di individuazione del
portafoglio a varianza minima
Abbiamo osservato che se il contributo marginale al ris-
chio del portafoglio da parte di attività diverse non è iden-
tico, ovvero se Cov
(
R˜i, R˜p
)
= Cov
(
R˜j, R˜p
)
, allora
esiste un portafoglio p′ diverso da p la cui varianza di
rendimento è inferiore. Il portafoglio a varianza minima
sarà allora quel portafoglio la cui composizione è tale che:
Cov
(
R˜i, R˜vm
)
= Cov
(
R˜j, R˜vm
)
, ∀i, j, i = j
(30)
n∑
i=1
ωivm = 1 (31)
La condizione (31) è il vincolo di fattibilità; quando la
condizione (30) è soddisfatta, la composizione del portafoglio
è quella in cui il contributo marginale di un’attività alla
rischiosità del portafoglio è identico tra tutte le attività.
Non esiste allora alcun portafoglio la cui varianza di rendi-
mento sia inferiore. La soluzione del sistema di equazioni
(30) − (31) individua la composizione del portafoglio a
varianza minima, essa è identica a ωvm che risolve il
problema (A).
Il portafoglio a varianza minima può essere individuato in
modo semplice seguendo una procedura a due stadi:
i) si individuino i pesi tali che le covarianze siano iden-
ticamente uguali ad una costante arbitraria, ad esempio
l’unità; ovvero si determinino i pesi ωi, i = 1, 2...n, tali
che:
Cov
R˜i, R˜v ≡ n∑
i=1
ωiR˜i
 = 1 , i = 1, 2, .....n ;
ii) si riscalino i pesi cosicchè sommino all’unità:
ωivm =
ωi
n∑
i=1
ωi
La soluzione della procedura a due stadi è identica alla
soluzione del problema (A), individua quindi il portafoglio
a varianza minima.
Portafogli Efficienti in Presenza di Attività Priva di
Rischio.
Obiettivo
** Insieme dei portafogli efficienti quando esiste un’attività
priva di rischio il cui rendimento è certo.
Osservazioni
i) Il poter disporre di un’ulteriore attività implica l’espansione
dell’insieme dei portafogli fattibili:
→→ l’insieme dei portafogli efficienti o resterà invariato
o si espanderà.
ii) Quando questa ulteriore attività è non-rischiosa:
→→ la frontiera efficiente, nello spazio media-varianza,
muta di forma, e come vedremo essa diventa una retta:
*** Portafogli efficienti saranno costituiti da una com-
binazione lineare dell’attività libera da rischio e di un
portafoglio composto da attività rischiose opportunamente
costruito.
Ovviamente, se vi fosse una sola attività rischiosa il prob-
lema della costruzione del portafoglio rischioso non si por-
rebbe. L’analisi di un tale caso è un utile passo per la
comprensione del caso generale di molteplici attività.
Una sola attività rischiosa, ovvero n = 1, ed un’attività
priva di rischio con rendimento Rf . Si denoti con R˜r
il rendimento dell’attività rischiosa, con µr il rendimento
medio, ovvero µr ≡ E
(
R˜r
)
, e sia
µr > Rf
Si denoti con λ il peso con cui l’attività rischiosa entra nel
portafoglio, per cui (1− λ) sarà il peso con cui l’attività
non rischiosa entra nel portafoglio. Il rendimento del
portafoglio è R˜:
R˜ = λR˜r + (1− λ)Rf
Il rendimento atteso del portafoglio è µ:
µ = λµr + (1− λ)Rf (32)
e lo scarto quadratico medio è σ :
σ = λσr (33)
dove µr, σr denotano, rispettivamente, il rendimento medio
e lo scarto quadratico medio del rendimento dell’attività
rischiosa.
Risolvendo la (33):
σ = λσr (33)
per λ, e sostituendo nella (32),
µ = λµr + (1− λ)Rf (32)
si ha:
µ = Rf +
(
µr −Rf
σr
)
σ (34)
La (34) è l’equazione della frontiera efficiente: essa è una
retta con intercetta Rf e con pendenza
(
µr−Rf
σr
)
, ed è
rappresentata nella Figura 3.
Il portafoglio composto esclusivamente dall’attività non-
rischiosa, λ = 0, ha un rendimento medio pari al rendi-
mento dell’attività priva di rischio, Rf , ha uno scarto
quadratico medio nullo, ed è individuato dall’intercetta
della retta.
Il portafoglio composto esclusivamente dall’attività ris-
chiosa, λ = 1, ha un rendimento medio pari al rendi-
mento dell’attività rischiosa, µr, ha uno scarto quadratico
medio pari a σr, ed è individuato dal punto r.
Punti a sinistra di r individuano portafogli in cui l’attività
rischiosa entra con peso λ < 1. Punti a destra di r in-
dividuano portafogli in cui l’attività rischiosa entra con
peso λ > 1, e quindi portafogli in cui l’attività non ris-
chiosa entra con peso negativo, ovvero portafogli in cui
vi è indebitamento al tasso Rf .
L’esistenza di una sola attività rischiosa è ovviamente
un’ipotesi irrealistica.
Vi sono due conclusioni su cui è opportuno soffermarsi,
perchè varranno nel caso generale di molteplicità di at-
tività rischiose. Esse sono:
i) l’insieme dei portafogli efficienti (la frontiera efficiente)
è generato da combinazioni lineari di due portafogli,
uno non-rischioso, composto dall’attività priva di rischio,
l’altro rischioso, composto nel caso specifico dall’unica
attività rischiosa esistente;
ii) la frontiera efficiente è una retta la cui intercetta è Rf
e la cui pendenza è il rapporto tra
(
µr −Rf
)
, l’eccesso
di rendimento del portafoglio rischioso rispetto all’attività
priva di rischio anche detto premio al rischio, e σr, lo
scarto-quadratico medio del rendimento del portafoglio
rischioso.
Frontiera effic. = combinaz. lineari di 2 portaf. effic.
è coerente con il risultato che abbiamo derivato dall’analisi
della frontiera efficiente in assenza di attività priva di ris-
chio:
l’intera frontiera dei portafogli efficienti è generata dalla
combinazione di due portafogli efficienti.
** L’attività priva di rischio ha un rendimento la cui var-
ianza è nulla; dunque è anche il portafoglio a varianza
minima e questo è un portafoglio efficiente.
** Il portafoglio rischioso, necessariamente composto dall’unica
attività rischiosa esistente, è anch’esso un portafoglio effi-
ciente; infatti non è possibile individuare alcun portafoglio
che a parità di rendimento medio offra uno scarto quadratico
medio inferiore.
*** La frontiera efficiente è allora generata dalla combi-
nazione lineare di questi due portafogli.
Cosa accade quando vi è molteplicità di attività rischiose,
n attività rischiose ed una attività priva di rischio ?
La frontiera efficiente sarà ancora generata dalla combi-
nazione di due portafogli efficienti. Uno è il portafoglio a
varianza minima ed esso è definito dall’att. non-risky.
** Il problema riguarda l’individuazione del portafoglio
rischioso efficiente, dato che vi sono n attività rischiose
con cui comporre un portafoglio rischioso.
Un tale portafoglio apparterrà alla frontiera efficiente derivata
in assenza di attività priva di rischio, ma tra questi ve ne
è uno solo che è efficiente quando l’economia dispone di
attività prive di rischio.
Si consideri la Figura 4, vi è la frontiera efficiente in as-
senza di att. non-risky.
Si consideri il portafoglio rischioso P, una qualsiasi com-
binazione di P con l’att. non-risky è un portafoglio fat-
tibile e giacerà sulla retta che ha come intercetta Rf e
che passa per il punto P .
Si consideri il portafoglio rischioso T , una qualsiasi com-
binazione di T con l’att. non-risky è fattibile e giacerà
sulla retta che congiunge il punto Rf con il punto T .
**** I portafogli ottenuti combinando l’attività non-risky
con il portafoglio rischioso T dominano quelli ottenuti
combinando l’att. non-risky con il portafoglio rischioso
P.
Inoltre, T è il punto di tangenza della retta, la cui inter-
cetta è Rf , con la frontiera dei portafogli rischiosi:
→→ nessun portafoglio fattibile può trovarsi sopra la
retta che congiunge Rf con il punto T .
Conclusione:
la frontiera efficiente è individuata dalla retta che con-
giunge Rf con T :
la frontiera efficiente è generata dalla combinazione dell’attività
libera da rischio con il portafoglio rischioso (di tangenza)
T .
L’equazione di tale retta è definita dalla (34),
µ = Rf +
(
µr −Rf
σr
)
σ (34)
una volta che si sostituisca r, con T , e cioè:
µ = Rf +
(
µT −Rf
σT
)
σ (35)
µ = Rf +
(
µT −Rf
σT
)
σ (35)
La (35) è l’equazione della retta su cui giacciono i portafogli
efficienti quando vi è un’att. non-risky il cui rendimento
certo è Rf ;
µT , è il valor medio del rendimento del portafoglio ris-
chioso efficiente T (il portafoglio di tangenza T );
σT è lo scarto-quadratico medio del rendimento di T .
Tale retta ha intercetta Rf e una pendenza pari al rap-
porto tra l’eccesso di rendimento di T (il premio al rischio
di T ) e lo scarto quadratico medio del rendimento di T .
Tutti i portafogli che giacciono sulla retta e che sono a
destra dell’intercetta, sono a destra di Rf , sono combi-
nazioni dell’att. non-risky e del portafoglio rischioso T ,
dove quest’ultimo entra nel portafoglio con peso stretta-
mente positivo e tanto più elevato quanto più il portafoglio
dista dall’intercetta.
Poichè tali portafogli sono combinazioni lineari dell’att.
non-risky e del portafoglio rischioso T , il rapporto dei
pesi con cui due qualsiasi delle attività rischiose entrano
in ognuno di questi portafogli sarà identico a quello in cui
entrano nel portafoglio rischioso T .
2.4.1 Il Portafoglio di Tangenza e le sue Proprietà
Sia ωT il vettore dei pesi del portafoglio rischioso effi-
ciente T . Allora, ωT soddisfa le seguenti condizioni:
µi −Rf
Cov
(
R˜i, R˜T
) = µj −Rf
Cov
(
R˜j, R˜T
) , ∀i, j , i = j (36)
n∑
i=1
ωiT = 1 (37)
dove:
R˜T ≡
n∑
i=1
ωiT R˜i
La condizione (37) è il vincolo di fattibilità. L’espressione(
µi −Rf
)
è l’eccesso di rendimento dell’attività i (il
premio al rischio dell’attività i); Cov
(
R˜i, R˜T
)
misura
il contributo marginale dell’attività i alla rischiosità del
portafoglio T . La condizione (36) richiede che la com-
posizione del portafoglio rischioso sia tale che il rapporto
tra tali grandezze sia identico tra tutte le attività.
µi −Rf
Cov
(
R˜i, R˜T
) = µj −Rf
Cov
(
R˜j, R˜T
) , ∀i, j , i = j (36)
è necessariamente soddisfatta da un portafoglio efficiente,
e quindi dal portafoglio di tangenza T .
Infatti, si supponga che non valga. Si supponga che
quello che ipotizziamo essere il portafoglio T sia tale
che
µi−Rf
Cov
(
R˜i,R˜T
) > µj−Rf
Cov
(
R˜j,R˜T
) . Allora esisterebbe un
portafoglio in cui l’attività i entra con un peso più elevato
e la j con un peso inferiore che offre un rendimento atteso
più elevato ed una rischiosità inferiore e che quindi dom-
ina quello che (erroneamente) abbiamo supposto essere
il portafoglio rischioso efficiente.
La soluzione del sistema di equazioni (36) − (37) indi-
vidua il portafoglio rischioso efficiente, il portafoglio di
tangenza T.
Analogamente a quanto rilevato per il portafoglio a vari-
anza minima in assenza di attività non-rischiose, la soluzione
del sistema di equazioni (36)−(37), ovvero il portafoglio
T , può essere individuato seguendo una procedura a due
stadi:
i) si individuino i pesi tali che i rapporti tra premio al ris-
chio e contributo marginale alla rischiosità del portafoglio
siano uguali ad una costante arbitraria, ad esempio l’unità;
ovvero, si determinino i pesi ωi, i = 1, 2, ..n, tali che:
µi −Rf
Cov
(
R˜i, R˜
) = 1 , i = 1, 2, ..n ;
dove
R˜ ≡
n∑
i=1
ωiR˜i
ii) si riscalino i pesi cosicchè sommino all’unità:
ωiT =
ωi
n∑
i=1
ωi
La soluzione della procedura a due stadi è identica alla
soluzione del sistema di equazioni (36)−(37) e individua
il portafoglio T .
Nel caso di due attività rischiose:
ω1T =
(
µ1 −Rf
)
σ22 −
(
µ2 −Rf
)
σ12(
µ1 −Rf
) (
σ22 − σ12
)
+
(
µ2 −Rf
) (
σ21 − σ12
)
ω2T =
(
µ2 −Rf
)
σ21 −
(
µ1 −Rf
)
σ12(
µ1 −Rf
) (
σ22 − σ12
)
+
(
µ2 −Rf
) (
σ21 − σ12
) .
Il portafoglio T in quanto efficiente soddisfa le condizioni
(36)− (37); allora soddisfa anche la seguente:
µi −Rf
Cov
(
R˜i, R˜T
) = µT −Rf
σ2T
, i = 1, 2...n (38)
Infatti, se per qualche attività i la condizione (38) non
valesse, se, ad esempio,
µi−Rf
Cov
(
R˜i,R˜T
) > µT−Rf
σ2T
, allora
esisterebbe un portafoglio in cui l’attività i entra con un
peso più elevato che offre un maggior rendimento atteso
ed una rischiosità inferiore, e quindi il portafoglio consid-
erato non sarebbe quello efficiente.
La condizione (38)
µi −Rf
Cov
(
R˜i, R˜T
) = µT −Rf
σ2T
, i = 1, 2...n (38)
può anche scriversi:
µi −Rf =
Cov
(
R˜i, R˜T
)
σ2T
(
µT −Rf
)
, i = 1, 2...n
(39)
Essa esprime la relazione tra il rendimento dell’attività i
e il suo contributo alla rischiosità del portafoglio che è
necessariamente soddisfatta ogniqualvolta il portafoglio
sia efficiente.
Il rapporto tra il contributo dell’attività i alla rischiosità
del portafoglio e la rischiosità di quest’ultimo, ovvero
Cov
(
R˜i,R˜T
)
σ2T
, è generalmente denominato il beta dell’attività
i:
βi ≡
Cov
(
R˜i, R˜T
)
σ2T
Il beta di un’attività misura il rischio rilevante dell’attività,
il contributo della stessa alla rischiosità del portafoglio.
Tale contributo è propriamente individuato dalla covari-
anza del rendimento dell’attività con quello del portafoglio,
ed è anche denominato il rischio non-diversificabile dell’attività.
Il Capital Asset Pricing Model (CAPM)
L’analisi dell’insieme dei port. efficienti quando esiste
un’attività non-risky:
1. unicità del portafoglio rischioso efficiente ;
2. portafogli efficienti sono combinazioni lineari dell’att.
non-risky e dell’unico portafoglio rischioso efficiente, ovvero
appartengono alla frontiera definita dall’equazione
µ = Rf +
(
µT −Rf
σT
)
σ (35)
(Figura 4).
*** Il corollario di tali risultati è la relazione
µi −Rf =
Cov
(
R˜i, R˜T
)
σ2T
(
µT −Rf
)
, i = 1, 2...n
(39)
che sussiste tra il rendimento di ogni singola attività ed il
rischio rilevante dell’attività, ovvero il rischio non diver-
sificabile misurato dal beta dell’attività.
Il CAPM studia la relazione tra il rendimento di ogni sin-
gola attività ed il rischio rilevante dell’attività nell’ipotesi
di mercati competitivi (con equilibrio tra domanda ed of-
ferta di attività).
CAPM si fonda sulle seguenti ipotesi: Gli agenti presenti
nell’economia:
i) valutano lotterie sulla base dei momenti statistici media
e varianza;
ii) hanno accesso allo stesso insieme di attività, e tra
queste una è non-risky;
iii) dispongono di informazioni identiche riguardo a tutte
le attività:
hanno le stesse informazioni riguardo le distribuzioni di
prob. dei payoffs delle stesse, V˜i, i = 1, 2..n;
iv) si confrontano con gli stessi prezzi delle attività e
questi sono determinati in modo competitivo — gli agenti
sono price-takers e i mercati sono in equilibrio, la do-
manda è uguale all’offerta.
Da queste ipotesi discende che:
a) l’insieme delle scelte possibili è identico tra individui
(dalle ii)-iv);
b) essi eliminano da tale insieme i portafogli dominati,
ovvero scelgono portafogli che sono sulla frontiera effi-
ciente (dalla i));
c) la frontiera efficiente è la stessa per tutti (dalle ii)-iv))
ed è definita dall’equazione:
µ = Rf +
(
µT −Rf
σT
)
σ (35)
la cui rappresentazione grafica è la Figura 4 (perchè esiste
un’attività non-rischiosa).
Dalle ipotesi i)-iv) :
→ tutti gli individui compongono portafogli che sono
combinazioni lineari dell’attività non-risky e dell’unico
portafoglio rischioso efficiente.
Tali portafogli non sono necessariamente identici :
agenti con diversi gradi di avversione al rischio sceglier-
anno portafogli in cui l’attività non-rischiosa entra
con peso diverso,
ma il portafoglio rischioso sarà lo stesso per tutti gli
agenti ed identico all’unico portafoglio rischioso efficiente,
il portafoglio di tangenza T .
DEFINIZIONE di portafoglio di mercato:
è il portafoglio in cui il peso di ogni attività è il rapporto
tra il valore di mercato di quell’attività e il valore di mer-
cato di tutte le attività.
Dalle ipotesi i)-iv) discende che:
a) tutti gli agenti detengono lo stesso portafoglio ris-
chioso, e questo è l’unico port.rischioso efficiente (il port.
T );
b) dall’ipotesi di uguaglianza tra domanda ed offerta di
ogni attività discende che il portafoglio di mercato è il
portafoglio rischioso che ogni singolo agente detiene.
→→ il portafoglio di mercato ed il portafoglio di tan-
genza T coincidono !
Dalle ipotesi i)-iv) sottostanti al CAPM, discende allora
che il portafoglio di mercato è il portafoglio di tangenza
e quindi la relazione tra il rendimento di ogni singola at-
tività ed il rischio rilevante dell’attività è espressa dalla
(39):
µi−Rf = βi
(
µM −Rf
)
, i = 1, 2...n (39)
βi ≡
Cov
(
R˜i, R˜M
)
σ2M
dove M denota il portafoglio di mercato.
Prezzi delle Singole Attività
Il CAPM spiega il rendimento di ogni singola attività in
funzione del rischio rilevante di quell’attività, del rendi-
mento del portafoglio di mercato e del tasso di rendi-
mento dell’attività libera da rischio, come evidenziato
dalla relazione (39), ovvero:
µi −Rf = βi
(
µM −Rf
)
, i = 1, 2...n .
(40)
Ricordando la definizione di rendimento di un’attività,
ovvero
R˜i ≡
V˜i
Pi
− 1
possiamo concludere che la relazione (39) offre una spie-
gazione del prezzo relativo dell’attività i, cioè del prezzo
dell’attività i relativamente al prezzo del portafoglio di
mercato.
** Il CAPM offre quindi una teoria dei prezzi relativi delle
attività rischiose.
Per avere una spiegazione del livello dei prezzi delle attiv-
ità occorrono maggiori informazioni (ipotesi) riguardanti
il grado di avversione al rischio dei singoli agenti e la
loro numerosità.
Analizziamo un’economia per la quale valgono le ipotesi
sottostanti al CAPM (insieme di attività, informazioni
cui gli agenti hanno accesso, ambiente competitivo in cui
si formano i prezzi).
A tali ipotesi aggiungeremo quelle ulteriori riguardo le
preferenze degli agenti e la loro numerosità.
Ciò ci permetterà di
a) derivare il livello d’equilibrio dei prezzi delle singole
attività
b) analizzare gli effetti prodotti su tali prezzi da:
1) aumenti del grado di partecipazione al mercato delle
attività rischiose
2) mutamenti nei tassi di rendimento dell’attività libera
da rischio
L’Economia
Attività
Vi è un’att. non-risky, il cui rendimento unitario è Rf , e
per semplicità 2 sole attività rischiose:
L’attività rischiosa i offre a fine periodo il payoff V˜i ,
i = 1, 2, questo è distribuito secondo una normale con
media µvi e varianza σ
2
vi
:
V˜i : N
(
µvi, σ
2
vi
)
, i = 1, 2 (A.1)
La quantità di attività i è normalizzata all’ unità.
Il prezzo delle attività, Pi, i = 1, 2, è determinato in un
ambiente perfettamente competitivo; ovvero Pi, i = 1, 2,
è tale che la domanda dell’attività i, i = 1, 2, uguagli
l’offerta e ciascun agente è individualmente ininfluente
ai fini della determinazione di tali prezzi (gli agenti sono
price-takers).
Agenti
Sono in numero M . Dispongono di informazioni iden-
tiche riguardo a tutte le attività, ovvero hanno le stesse
informazioni riguardo le distrib. di prob. dei payoffs delle
stesse, V˜i, i = 1, 2, e si confrontano con gli stessi prezzi
che considerano come dati (sono price-takers).
Un generico individuo j ha una funzione di utilità del tipo
esponenziale negativo
uj(x) = −e−b
jx , bj > 0 , j = 1, 2, ...M
(A.2)
ed una dotazione di ricchezza W j.
Scelta di Portafoglio
L’obiettivo dell’individuo j, j = 1, 2, ..M, è di massimiz-
zare l’utilità che trae dal consumo alla data finale. Il
problema di j è quindi:
scegliere ωj≡
(
ω
j
1, ω
j
2, ω
j
3
)
così da:
max
ωj
E
(
uj
(
W j
(
1 + R˜
ωj
)))
(43)
s.v.
R˜
ωj ≡
2∑
i=1
ωji R˜i + ω
j
3Rf (43.a)
R˜i ≡
V˜i
Pi
− 1 (43.b)
3∑
i=1
ω
j
i = 1 (43.c)
Utilizzando la definizione di equivalente certo, denotando
con CE
ωj l’equivalente certo della distribuzione di prob-
abilità definita dal portafoglio ωj , ovvero:
CE
ωj
: uj
(
CE
ωj
)
= E
(
uj
(
W j
(
1 + R˜
ωj
)))
e ricordando che dagli assunti (A.1)− (A.2):
CE
ωj
≡ E
(
W j
(
1 + R˜
ωj
))
−
1
2
bjV ar
(
W j
(
1 + R˜
ωj
))
,
ovvero:
CE
ωj
≡W j
[
1 +E
(
R˜
ωj
)]
−
1
2
bj
(
W j
)2 [
V ar
(
R˜
ωj
)]
Il problema di scelta dell’agente j può equivalentemente
scriversi:
max
ωj
[
W j
[
1 +E
(
R˜
ωj
)]
−
1
2
bj
(
W j
)2 [
V ar
(
R˜
ωj
)]]
(44)
s.v.
R˜
ωj ≡
2∑
i=1
ω
j
i R˜i +
(
1− ω
j
1 − ω
j
2
)
Rf (44.a)
R˜i ≡
V˜i
Pi
− 1 (44.b)
La soluzione di ottimo soddisfa le condizioni del primo
ordine:
µ1 −Rf
bjW j
= ω
j
1σ
2
1 + ω
j
2σ12
µ2 −Rf
bjW j
= ωj2σ
2
2 + ω
j
1σ12
ω
j
3 = 1− ω
j
1 − ω
j
2
dove,
µi = E
(
R˜i
)
, σ2i = V ar
(
R˜i
)
, σik = Cov
(
R˜i, R˜k
)
,
i = 1, 2, k = 1, 2, k = i,
e quindi:
ω
j
1 =
Z1
bjW j
(45)
ω
j
2 =
Z2
bjW j
(46)
ω
j
3 = 1− ω
j
1 − ω
j
2 (47)
dove:
Z1 ≡
σ22µ1 − σ12µ2 −Rf
(
σ22 − σ12
)
σ22σ
2
1 − (σ12)
2 (48)
Z2 ≡
σ21µ2 − σ12µ1 −Rf
(
σ21 − σ12
)
σ22σ
2
1 − (σ12)
2 (49)
**
(-) Il portafoglio rischioso dell’agente j è allora:
ω
j
1r =
ω
j
1
ωj1 + ω
j
2
≡
Z1
Z1 + Z2
(50)
ωj2r = 1− ω
j
1 ≡
Z2
Z1 + Z2
(51)
Dalle identità (48)− (49) segue che:
ω
j
1r ≡
Z1
Z1 + Z2
≡
(
µ1 −Rf
)
σ22 −
(
µ2 −Rf
)
σ12(
µ1 −Rf
) (
σ22 − σ12
)
+
(
µ2 −Rf
) (
σ21 − σ12
)
ω
j
1r ≡ ω1T
(-)
ω
j
2r ≡
Z2
Z1 + Z2
≡
(
µ2 −Rf
)
σ21 −
(
µ1 −Rf
)
σ12(
µ1 −Rf
) (
σ22 − σ12
)
+
(
µ2 −Rf
) (
σ21 − σ12
)
ω
j
2r ≡ ω2T
(-)
→ il portafoglio rischioso è lo stesso per tutti gli agenti
ed è il portafoglio rischioso efficiente, il portafoglio di
tangenza T. Vale allora la relazione (39):
µi −Rf =
Cov
(
R˜i, R˜T
)
σ2T
(
µT −Rf
)
, i = 1, 2
dove µT = E
(
R˜T
)
, σ2T = V ar
(
R˜T
)
, R˜T =
2∑
i=1
ωiT R˜i.
**
Dati i prezzi delle attività rischiose P1, P2, e il rendimento
dell’attività non-rischiosa Rf , la quantità di attività ris-
chiosa i domandata dall’ agente j sarà Dji :
D
j
i =
ω
j
iW
j
Pi
=
Zi
bjPi
, i = 1, 2 . (52)
L’Equilibrio di Mercato e le sue Proprietà
Ciascun agente risolve il problema di ottimizzazione studi-
ato per l’agente j; quindi la domanda aggregata dell’attività
i, i = 1, 2, sarà
M∑
j=1
Dji :
M∑
j=1
Dji ≡
ZiM
Pib
, i = 1, 2 (53)
dove b denota il valore medio del grado di avversione al
rischio:
b ≡
M
M∑
j=1
1
bj
Nell’equilibrio di mercato, la domanda aggregata uguaglia
la quantità dell’attività i:
M∑
j=1
D
j
i = 1 , i = 1, 2 (54)
utilizzando la
M∑
j=1
D
j
i ≡
ZiM
Pib
, i = 1, 2 (53)
la condizione d’equilibrio (54) può equivalentemente scriversi:
Pi =
ZiM
b
, i = 1, 2 (55)
**
(-) Il portafoglio di mercato è (ω1M , ω2M):
ω1M =
P1
P1 + P2
; ω2M =
P2
P1 + P2
utilizzando la (55)
Pi =
ZiM
b
, i = 1, 2 (55)
abbiamo che
ω1M =
Z1
Z1 + Z2
≡ ω1T ;
ω2M =
Z2
Z1 + Z2
≡ ω2T .
(-) Ritroviamo allora i risultati del CAPM, ovvero:
i) il portafoglio di mercato coincide con il portafoglio di
tangenza T
ii) la relazione tra rendimento di ogni singola attività ed
il rischio rilevante dell’attività è espressa da:
µi −Rf = βi
(
µM −Rf
)
, i = 1, 2...n
βi ≡
Cov
(
R˜i, R˜M
)
σ2M
** I Prezzi d’Equilibrio delle Singole Attività
L’avere specificato le preferenze degli agenti e la loro nu-
merosità ci permette di derivare il livello d’equilibrio dei
prezzi. Utilizzando la definizione di rendimento, R˜i ≡
V˜i
Pi
− 1, e di varianza e covarianza, e risolvendo il sistema
di equazioni
Pi =
ZiM
b
, i = 1, 2 (55)
si ha:
P1 =
E
(
V˜1
)
− b
V ar(V˜1)+Cov(V˜1,V˜2)
M

1 +Rf
(56.a)
P2 =
E
(
V˜2
)
− b
V ar(V˜2)+Cov(V˜2,V˜1)
M

1 +Rf
(56.b)
Ogni qualvolta la completa diversificazione non sia pos-
sibile, ovvero V ar
(
V˜i
)
+ Cov
(
V˜i, V˜k
)
> 0, i = k, si
avrà che il prezzo di un’attività è
tanto più elevato
quanto più è elevato il grado partecipazione al mer-
cato, ovvero il numero di agenti M su cui tale rischio è
ripartito,
quanto più è basso b, il grado medio di avversione al
rischio dei partecipanti.
Il risultato (56) ha rilevanti implicazioni apprezzabili con
l’analisi degli esercizi dal 9 al 15.
Cov
(
V˜1, V˜2
)
= Cov
(
V˜2, V˜1
)
=
= ρ12
√
V ar
(
V˜1
)√
V ar
(
V˜2
)
QUESITI ed ESERCIZI
1. Si supponga che esista un’attività libera da rischio. Si
considerino 2 portafogli, A, B, appartenenti all’insieme
dei portafogli efficienti. Sia ωAi il peso con cui l’attività
rischiosa i entra nel portafoglio A, ωBi il peso con cui
l’attività rischiosa i entra nel portafoglio B. Quali delle
tre possibilità a), b), c) è vera e perchè.
a)
ωAi
ωAj
>
ωBi
ωBj
b)
ωAi
ωAj
=
ωBi
ωBj
c)
ωAi
ωAj
<
ωBi
ωBj
2. Perchè la frontiera efficiente ha pendenza positiva?
3. Si supponga che il portafoglio a varianza minima offra
un rendimento medio, µV min:
µV min = 0.2
I portafogli efficienti offriranno un rendimento medio infe-
riore, uguale o maggiore di 0.2? Si argomenti la risposta.
4. Si supponga che vi siano 2 attività rischiose. Il rendi-
mento medio dell’attività 1 è µ1 = 0.5. Il rendimento
medio dell’attività 2 è µ2 = 0.
La matrice varianza-covarianza è la seguente:
σ21 = 1 σ12 = −1
σ12 σ
2
2 = 1
i) Un portafoglio che comprenda l’attività 2 (un portafoglio
in cui l’attività 2 entra con peso positivo) è un portafoglio
efficiente? .
ii) Se σ12 = 0.5, quale sarebbe la risposta? iii) e se
invece σ12 = 1? Qual’è la ragione che sta alla base delle
risposte?
5. Un fondo d’investimento dopo attenta valutazione di
due imprese giunge alla conclusione che gli stati di natura
rilevanti ai fini del valore delle stesse alla fine del periodo,
sono w1, w2, e ciascuno ha la stessa probabilità di ver-
ificarsi (prob(w1) = prob(w2) = 1/2). In particolare
:
w1 w2
impr.1 V1(w1) = 360 240
impr.2 V2(w1) = 600 0
Le due imprese sono quotate sul mercato azionario ed il
prezzo di mercato dell’impresa 1, P1, e dell’impresa 2,
P2, (il valore di mercato di ciascuna azione dell’impresa i
moltiplicato per il numero di azioni della stessa, i = 1, 2)
sono: P1 = 240; P2 = 200.
Il fondo d’investimento ritiene che una sua operazione
di acquisto di tali azioni non alteri tali prezzi. Sulla
base di tale credenza procede ad individuare l’insieme dei
portafogli efficienti. Individuate tale insieme, sia grafi-
camente che analiticamente nell’ipotesi che non vi siano
altri possibili titoli.
6. Si determinino: i) l’insieme dei portafogli efficienti;
e ii) il portafoglio a varianza minima, per un’economia
in cui vi sono due attività rischiose i cui rendimenti sono
distribuiti come segue:
Pr ob (R1 = −1;R2 = 0.15) = 0.1
Pr ob (R1 = 0.5;R2 = 0.15) = 0.8
Pr ob (R1 = 0.5;R2 = 1.65) = 0.1
7. Nell’economia vi sono due imprese. Gli stati di natura
rilevanti ai fini del valore delle stesse alla fine del periodo,
sono w1, w2, w3, e ciascuno ha la stessa probabilità di
verificarsi (prob(wi) = 1/3, ∀i). In particolare :
Tabella1
w1 w2 w3
impr.1 V1(w1) = 480 240 0
impr.2 V2(w1) = 800 0 0
Le due imprese sono quotate sul mercato azionario ed il
prezzo di mercato dell’impresa 1, P1, e dell’impresa 2,
P2, (il valore di mercato di ciascuna azione dell’impresa i
moltiplicato per il numero di azioni della stessa, i = 1, 2)
sono: P1 = 120; P2 = 100.
Si supponga che esista un’attività libera da rischio il cui
rendimento è Rf = 0.10. Si individui il portafoglio ris-
chioso efficiente.
8. Vi sono due attività rischiose: l’attività 1 offre un
rendimento atteso µ1 = 0.3; l’attività 2 offre un rendi-
mento atteso µ2 = 0.3
La matrice varianza-covarianza è la seguente:
σ21 = 1 σ12 = 0.5
σ12 σ
2
2 = 1
Vi è inoltre un’attività libera da rischio che offre un rendi-
mento del 10% (ovvero Rf = 0.1).
i) Qual’è la composizione del portafoglio rischioso effi-
ciente?
ii) Qual’è il rendimento medio di tale portafoglio? Qual’e’
la varianza del rendimento offerto da tale portafoglio?
iii) qual’è l’equazione della linea di mercato (della retta
su cui giacciono i portafogli efficienti)?
9. (Il costo del capitale di rischio e le sue determi-
nanti) Sotto quali condizioni il costo di capitale di rischio
è uguale al tasso di rendimento dell’attività non-rischiosa?
Ai fini della risposta si definisca il costo di capitale di ris-
chio di una generica impresa i come µi =
E
(
V˜i
)
Pi
− 1.
10 . (Costo del capitale di rischio ed esternalità) Si con-
sideri un’economia in cui vi è inizialmente una sola attività
rischiosa (una sola impresa rischiosa), la si denomini A.
Si consideri la possibilità di nascita di una seconda im-
presa, denominata B. La nascita di B richiede un capitale
pari a I all’inizio del periodo e genera un payoff V˜B :
N
(
µB, σ
2
B
)
. Si individui la condizione che I deve sod-
disfare ai fini della nascita dell’impresa B e si illustri il
ruolo svolto dal grado di partecipazione al mercato delle
attività rischiose e dalla covarianza dei payoffs delle attiv-
ità. Si discutano gli effetti indotti dall’eventuale nascita
di tale impresa sulla quotazione di mercato dell’attività
esistente.
11. (Globalizzazione) Si considerino 2 economie A, B.
Vi è avversione al rischio e uguale numerosità di agenti.
In entrambe le economie vi è una sola attività rischiosa in
quantità unitaria, l’attività A nell’economia A, l’attività
B nell’economia B, con
V ar
(
V˜A
)
= V ar
(
V˜B
)
Il mercato dell’attività libera da rischio è perfettamente
integrato: il rendimento dell’attività libera da rischio è
Rf ed è lo stesso per entrambe le economie. Il mer-
cato delle attività rischiose è inizialmente segmentato:
gli agenti dell’economia A hanno accesso solo all’attività
rischiosa A, quelli dell’economia B solo all’attività B. Si
analizzino gli effetti di globalizzazione (integrazione dei
mercati delle attività rischiose). In particolare si mostri
che il prezzo delle attività rischiose aumenta (il costo
di capitale di rischio diminuisce) ogni qualvolta i payoffs
delle attività non sono perfettamente correlate.
12. Si consideri un’economia in cui vi è un’attività
libera da rischio il cui rendimento è Rf , ed un’attività
rischiosa. Un’unità dell’ attività rischiosa ha un prezzo
P ed offre alla data finale il payoff V˜ , tale payoff è dis-
tribuito secondo una normale con media µV e varianza
σ2V . Si consideri un individuo la cui funzione di utilità
è esponenziale negativa: u(x) = −e−bx. Un tale indi-
viduo ha una dotazione di ricchezza W e date le attività
presenti nell’economia sceglie la composizione del proprio
portafoglio così da massimizzare la propria utilità attesa.
i) Come comporrà il proprio portafoglio? ii) Nell’ipotesi
che nell’economia vi siano N individui come quello sopra
descritto e le unità di attività rischiosa sianoQ quale sarà
il prezzo unitario dell’attività rischiosa? iii) Perchè tale
prezzo è crescente in N? iv) Perchè è decrescente in Rf
?
13. Si considerino le seguenti economie: Nell’economia
A vi è un’attività libera da rischio il cui rendimento è Rf ,
ed un’attività rischiosa. Un’unità dell’ attività rischiosa
ha un prezzo PA ed offre alla data finale un payoff incerto
V˜ , vi sono N=10 investitori finali. Nel mercato B vi
è un’attività libera da rischio il cui rendimento è Rf , ed
un’attività rischiosa. Un’unità dell’ attività rischiosa ha
un prezzo PB ed offre alla data finale un payoff incerto
V˜ , vi sono N=20 investitori finali. Sarà PB più elevato
di PA ? Si argomenti la risposta.
14. La domanda aggregata di un’attività rischiosa è
tanto più alta quanto più è basso il prezzo. Dire se tale
asserzione è vera, falsa, e perchè.
15. Se i partecipanti al mercato sono neutrali al rischio,
è ancora vero che la domanda aggregata di un’attività
rischiosa è tanto più alta quanto più è basso il prezzo?
